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Το 1909 ο Κωνσταντίνος Καραθεοδωρή, ο διάσηµος Μαθηµατικός µε τη θεµελιώδη συνεισφορά στη διαµόρφωση
της ΘεωρίαςΜεταβολών (τον πρόγονο της Θεωρίας Βέλτιστου Ελέγχου), θεµελίωσε αξιωµατικά τη Θερµοδυναµική
χρησιµοποιώνταςµια καθαράγεωµετρικήπροσέγγιση.Πάνωσεαυτά ταθεµέλια οικοδοµήθηκε δεκαετίες αργότερα
η Γεωµετρική Θερµοδυναµική, στο πλαίσιο της οποίας οι καταστάσεις θερµοδυναµικής ισορροπίας εκφράζονται ως
σηµεία µιας πολλαπλότητας και εργαλεία από τη Διαφορική Γεωµετρία χρησιµοποιούνται για να ποσοτικοποιή-
σουν τη µεταξύ τους απόσταση αλλά και να εκφράσουν τους θερµοδυναµικούς νόµους. Μέσα στο πλαίσιο αυτό,
ένα πρόβληµα εξαιρετικής σηµασίας είναι η εύρεση του ελάχιστου χρόνου που απαιτείται για τη µετάβαση από τη
µία κατάσταση στην άλλη, καθώς και της αντίστοιχης βέλτιστης διαδροµής. Το πρόβληµα αυτό συνδέεται άµεσα
µε σηµαντικά πρακτικά θέµατα όπως είναι π.χ. η µεγιστοποίηση της εξαγόµενης ισχύος από ένα θερµοδυναµικό
σύστηµα. Η Θεωρία Βέλτιστου Ελέγχου αποτελεί το ιδανικό εργαλείο για την αντιµετώπιση τέτοιου είδους προβλη-
µάτων, οπότε η σχέσηΘερµοδυναµικής-Ελέγχου δεν περιορίζεται µόνο στην εµβληµατική µορφή του Καραθεοδωρή
αλλά είναι βαθύτερη.



Η έρευνα στο πεδίο της Θερµοδυναµικής Πεπερασµένου Χρόνου αναζωπυρώθηκε πρόσφατα, µε την έµφαση να
πέφτει στην περιοχή των κβαντικών συστηµάτων, όπου το σηµαντικότερο κίνητρο αποτελεί η σχεδίαση και βελτι-
στοποίηση της λειτουργίας κβαντικών θερµικών νανο-µηχανών. Εδώ θαπαρουσιάσουµε την πρόσφατη δουλειά µας
σε αυτό το πλαίσιο (Stefanatos, IEEE Transactions on Automatic Control, DOI: 10.1109/TAC.2017.2684083 και Stefanatos
et al., SIAM Journal on Control and Optimization 49, pp. 2440-2462, 2011). Αρχικά θα δούµε πως η εξαγωγή του µέγι-
στου δυνατού έργου στον ελάχιστο χρόνο στην πιο διάσηµη κβαντική θερµική µηχανή, που λειτουργεί µε βάση τον
παραµετρικό ταλαντωτή, ανάγεται στην επίλυση ενός προβλήµατος βέλτιστου ελέγχου πάνω στη γνωστή από τη
Μαθηµατική Φυσική διαφορική εξίσωση του Ermakov. Στη συνέχεια θα δώσουµε την πλήρη λύση του προβλήµατος,
χρησιµοποιώντας την Αρχή Μεγίστου του Pontryagin και τη γεωµετρική θεωρία βέλτιστου ελέγχου για συστήµατα
µονής εισόδου στο επίπεδο του H. Sussmann. Θα περιγράψουµε τις καινούριες κατηγορίες λύσεων που προκύπτουν,
οι οποίες συµπληρώνουν αυτές που έχουν ανακαλυφθεί από διακεκριµένους ερευνητές στο πεδίο της Κβαντικής
Θερµοδυναµικής. Τέλος, θα δούµε πως τροποποιούνται οι λύσεις αυτές όταν ο διαθέσιµος χρόνος είναι µικρότερος
αυτού που απαιτείται για την εξαγωγή του µέγιστου έργου (Stefanatos, SIAM Journal on Control and Optimization,
υπό δηµοσίευση).
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