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Εισαγωγή

Στο κέντρο της σύγχρονης Γεωμετρίας βρίσκεται η κατανόηση των Γεωμετρικών και
Τοπολογικών αναλλοίωτων για παθολογικούς χώρους. Παραδείγματα τέτοιων χώρων που
παρουσιάζονται με φυσικό τρόπο σε Γεωμετρικά προβλήματα, καθώς και σε προβλήματα
Ανάλυσης, είναι (ψευδο)πολλαπλότητες με διαστρωμάτωση, όπως πολλαπλότητες με σύνορο,
γωνίες, ακμές, κλπ. Πολύ μεγαλύτερη παθολογία παρουσιάζεται σε χώρους-πηλίκα, όπως
ο χώρος των τροχιών ενός δυναμικού συστήματος. Και αυτοί οι χώροι παρουσιάζονται
σε αφθονία. Εν γένει, σήμερα η Γεωμετρία καλείται να κατανοήσει πολλά περισσότερα
παραδείγματα παθολογικών χώρων, απ’ότι λείων πολλαπλοτήτων.
Το ότι οι κλασσικές Γεωμετρικές/Τοπολογικές μέθοδοι δεν μπορούν να εφαρμοστούν σε τέτοιες
παθολογικές περιπτώσεις, εντοπίζεται στη δουλειά του ίδιου του Riemann1. Μια πρόταση
προς την κατεύθυνση της αντιμετώπισής τους, έρχεται από το θεώρημα Gelfand-Naimark: Η
ιδέα είναι να αντικαταστήσουμε τέτοιους παθολογικούς χώρους από κατάλληλες άλγεβρες
τελεστών (μη-μεταθετικές), οι οποίες κατασκευάζονται χρησιμοποιώντας τις συμμετρίες
του εκάστοτε χώρου. Οι ζητούμενες γεωμετρικές/τοπολογικές αναλλοίωτες αναμένεται να
εντοπιστούν στη φασματική θεωρία αυτών των τελεστών. Ειδικότερα, η κατανόηση του
φάσματος τελεστών τύπου Laplace παίζει τον κύριο ρόλο στην εξαγωγή των απαιτούμενων
Γεωμετρικών/Τοπολογικών πληροφοριών.
Σκοπός του σημειώματος αυτού είναι η συνοπτική παρουσίαση ορισμένων αποτελεσμάτων
εξαγωγής Γεωμετρικών και Τοπολογικών αναλλοίωτων από το φάσμα του τελεστή Laplace-
Beltrami.
Συγκεκριμένα, όσον αφορά στη Γεωμετρία, περιγράφουμε το θεώρημα του H. Weyl που συνδέει
τον όγκο με αυτό το φάσμα. Σχετικά με την Τοπολογία, αρχικά δίνουμε την σύγχρονη απόδειξη
του θεωρήματος Gauss-Bonnet ως μερική περίπτωση του θεωρήματος Atiyah-Singer σχετικά
με τον αναλυτικό δείκτη ενός ελλειπτικού διαφορικού τελεστή. Κατόπιν συζητάμε πως το
θεώρημα Atiyah-Bott συνδέει τον αναλυτικό δείκτη με το φάσμα του τελεστή Laplace-Beltrami.
Η βιβλιογραφία που παρατίθεται θα μπορούσε να αποτελέσει αρχή για βαθύτερη και ευρύτερη
μελέτη αυτών των ιδεών, ειδικά το άρθρο επισκόπησης [3] και το βιβλίο [4].

1B. Riemann, On the hypotheses that lie in the foundations of Geometry: “…it seems that the empirical notions
on which the metric determinations of space are based…lose their validity in the infinitely small; it is therefore quite
definitely conceivable that the metric relations of space in the infinitely small do not conform to the hypotheses of
geometry; and in fact one ought to assume this as soon as it permits a simpler way of explaining phenomena.”
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Να σημειώσουμε επιπλέον ότι η ανάγκη για κατανόηση των παθολογικών χώρων έχει
αναμορφώσει δραματικά τη σύγχρονη Γεωμετρία. Οι ιδέες που περιγράφουμε στο
σημείωμα αυτό, αποτελούν την απαρχή της Μη-Μεταθετικής Γεωμετρίας [2], η οποία κάνει
ισχυρή χρήση “hard” ανάλυσης Fourier, όπως ψευδοδιαφορικό λογισμό και απειροδιάστατες
αναπαραστάσεις. Επιπλέον κάνει χρήση K-θεωρίας, μια και είναι η κατάλληλη αλγεβρική
γλώσσα για την ταξινόμηση αλγεβρών τελεστών.
Σχηματικά, θα μπορούσε κανείς να αναρωτηθεί πως γίνεται αντιληπτή η θεμελιώδης έννοια
του σημείου στη Μη-Μεταθετική Γεωμετρία. Η απάντηση είναι ότι, η μόνη υλοποίηση της
έννοιας του σημείου που επιβιώνει ανεξάρτητα από την παθολογία που παρουσιάζεται, είναι
εκείνη της τετριμμένης αναπαράστασης.

1 Ένα θεώρημα του H. Weyl

Ξεκινούμε περιγράφοντας το πρώτο αποτέλεσμα που συνδέει το φάσμα της Λαπλασιανής με
το βασικό Γεωμετρικό μέγεθος του εμβαδού. Το αποτέλεσμα αυτό δόθηκε από τον Hermann
Weyl το 1911 [5] [6].
Έστω A Ď R2 ένα επίπεδο χωρίο. Έστω ο διαφορικός τελεστής de Rham d : Ω˚(A) Ñ Ω˚+1(A),
όπου Ω˚(A) οι διαφορικές μορφές στο A. Χρησιμοποιώντας την συνηθισμένη Ευκλείδεια
μετρική, ορίζεται ο δυϊκός τελεστής d˚ : Ω˚(A) Ñ Ω˚´1(A). Θεωρούμε τον γραμμικός τελεστής

∆ = dd˚ + d˚d : Ω˚(A) Ñ Ω˚(A)

Είναι αυτοσυζυγής διαφορικός τελεστής τάξης 2 και λέγεται τελεστής Laplace-Beltrami.
Ένας αριθμός λ είναι ιδιοτιμή του τελεστή αυτού όταν ικανοποιεί το πρόβλημα Dirichlet

∆u = λu, u|BA = 0

Χρησιμοποιώντας το φασματικό θεώρημα αποδεικνύεται ότι οι ιδιοτιμές της∆ είναι της μορφής

0 ď λ1 ď λ2 ď . . . , λn ď 8, n P N

(Εδώ, η ακολουθία λn δεν έχει πεπερασμένο όριο.) Για κάθε λ P R, έστω N(λ) ο αριθμός των
ιδιοτιμών της ∆ που βρίσκονται στο διάστημα [0, λ].
Ο Hermann Weyl [5] [6] απέδειξε το επόμενο αποτέλεσμα, που λέει ότι το εμβαδόν στην
Ευκλείδεια Γεωμετρία καθορίζεται από τις ιδιοτιμές του τελεστή Laplace-Beltrami:

lim
λÑ8

N(λ)

λ
=
Area(A)

2π

1.1 Ασυμπτωτική επέκταση

Έστω (M, g) μια (C8) συμπαγής πολλαπλότητα Riemann διάστασης n. Όπως πριν, θεωρούμε
τον τελεστή Laplace-Beltrami ∆ = dd˚ + d˚d : Ω˚(M) Ñ Ω˚(M).
Αφού ο ∆ είναι αυτοσυζυγής, δέχεται συναρτησιακό λογισμό. Κατά συνέπεια, για κάθε t P R
ορίζεται ο ολοκληρωτικός τελεστής e´t∆. Ο τελεστής αυτός είναι trace class. Αν p(t, x, y) είναι
ο πυρήνας Schwarz του e´t∆, τότε το p(t, x, x) έχει ασυμπτωτική επέκταση (t Ñ 0) της μορφής:

(4πt)´n
2

ÿ

ujj(x)t
j
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όπου οι συντελεστές uj(x) εξαρτώνται από την καμπυλότητα της M . Ολοκληρώνοντας την
έκφραση αυτή επί της M παίρνουμε την προσέγγιση

tr(e´t∆) „ (4πt)´n
2

ÿ

(cjt
j)

Από τη σκοπιά αυτή, το αποτέλεσμα του Weyl λέει ότι ο συντελεστής c0 είναι ο όγκος της M .

2 Τοπολογικές αναλλοίωτες και το φάσμα του τελεστή Laplace-
Beltrami

2.1 Επισκόπηση του θεωρήματος Gauss-Bonnet

Υπενθυμίζουμε το κλασσικό θεώρημα Gauss-Bonnet: Έστω Σ Ď R3 μια επιφάνεια (χωρίς
σύνορο) με καμπυλότητα Gauss K και χαρακτηριστική Euler χ(Σ). Τότε ισχύει

ż

Σ
K = χ(Σ)

Η γενίκευση του θεωρήματος αυτού σε μια προσανατολίσμη πολλαπλότητα Riemann (M, g)
διάστασης 2k, έχει ως εξής: Θεωρούμε τη συνοχή Levi-Civita ∇g και την αντίστοιχη
καμπυλότητα Ωg : TM ˆ TM Ñ End(TM). Λόγω προσανατολισιμότητας, μπορούμε να
επιλέξουμε κατάλληλο πλαίσιο (βάση) της εφαπτόμενης δέσμης, ώστε κάθε πίνακας Ωg(X,Y )
να είναι αντισυμμετρικός και να έχει σταθερό πρόσημο (δηλαδή να ζει στην ομάδα SO(k)).
Γενικά, αν ένας k ˆ k πίνακας A (πραγματικός) ικανοποιεί A = ´AT , ορίζεται το πολυώνυμο
Pfaff Pf(A) από τη σχέση

(Pf(A))2 = det(A)

Για παράδειγμα, αν k = 1 και A =
(

0 x12
x21 0

)
όπου x12 = ´x21 το πολυώνυμο Pfaff υπολογίζεται

ως εξής: Pf(A) + 1
2!1!(x12 ´ x21) = x12.

Ορίζεται η διαφορική 2-μορφή eu(M, g) = 1
(2π)k

Pf(Ωg) και η χαρακτηριστική κλάση Euler
e(M) = [eu(M, g)] P H2k

dR(M). Σε αυτό το πλαίσιο, το θεώρημα Gauss-Bonnet γίνεται:
ż

M
e(M) = χ(M)

2.2 Το θεώρημα Gauss-Bonnet ως μερική περίπτωση του θεωρήματος Atiyah-
Singer

Ας θεωρήσουμε τώρα τον διαφορικό τελεστή Dirac D = d˚ + d : Hev
dR(M) Ñ Hodd

dR (M). Είναι
ένας ελλειπτικός τελεστής, οπότε από το θεώρημα Atkinson προκύπτει ότι είναι Fredholm,
δηλαδή dim(kerD) ă 8 και dim(cokerD) ă 8. Ορίζεται λοιπόν ο “αναλυτικός δείκτης” του D:

Indan(D) = dim(kerD) ´ dim(cokerD) P Z

Το θεώρημα Atiyah-Singer [1] δίνει τον επόμενο τύπο για τον υπολογισμό του αναλυτικού
δείκτη:

Indan(D) =

ż

T˚M
ch(σ(D)) ^ Td(M)
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Εδώ Td(M) είναι η χαρακτηριστική κλάση Todd της M , σ(D) είναι το πρωτεύον σύμβολο του
D (για την ακρίβεια η κλάση του στην K-θεωρία) και ch(σ(D)) η αντίστοιχη κλάση Chern
(μέσω του χαρακτήρα Chern).
Προκύπτει ότι το δεξί μέλος της ισότητας αυτής ισούται με

ş

M e(M). Όσο για το
αριστερό μέλος, από θεωρία Hodge προκύπτει ότι ο αναλυτικός δείκτης ισούται με
řk

i=1(´1)idim(H i
dR(M)), ο οποίο είναι ακριβώς η χαρακτηριστική Euler χ(M).

2.3 Σύνδεση με το φάσμα του τελεστή Laplace-Beltrami: Το θεώρημα Atiyah-
Bott

Η σχέση μεταξύ των τελεστών Laplace-Beltrami και Dirac είναι:

∆ = D˚D

Λαμβάνοντας υπ’όψιν αυτό και το αποτέλεσμα των Atiyah και Bott που περιγράφουμε
παρακάτω, παίρνουμε την σύνδεση του τοπολογικού θεωρήματος Gauss-Bonnet με το φάσμα
του τελεστή Laplace-Beltrami.
Για να περιγράψουμε το αποτέλεσμα των Atiyah και Bott, ξεκινούμε από έναν τυχαίο
ελλειπτικό διαφορικό τελεστή A. Γνωρίζουμε ότι οι μη μηδενικές ιδιοτιμές των αυτοσυζυγών
τελεστών A˚A και AA˚ είναι ίσες, αφού:

A˚Au = λu ô AA˚(Au) = λ(Au)

Έστω f μια συνεχής συνάρτηση ώστε οι τελεστές f(A˚A), f(AA˚) είναι trace class και f(0) = 1.
Τότε:

dim(kerA) ´ dim(cokerA) = dim(ker(A˚A)) ´ dim(ker(AA˚)) = tr(f(A˚A) ´ f(AA˚))

Εφαρμόζοντας τα παραπάνω στον τελεστή D και την συνάρτηση f(λ) = e´tλ παίρνουμε:

Indan(D) = tr(e´tD˚D ´ e´tDD˚

)

για κάθε t ą 0. (Κατόπιν παίρνουμε το όριο για t Ñ 8.)
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Motivation 1

§ Index theory: M closed, odd-dimensional manifold, D elliptic
differential operator on M. Then IndpDq “ 0.

§ Many manifolds come with extra structure which determines a
distribution. e.g. contact manifolds (odd-dimensional).

§ Hope: Hypoelliptic + self-adjoint Laplacian along the
distribution: Study its spectrum; Obtain new operators (heat,
wave, etc).

§ Lots of interesting distributions of non-constant rank around:
Sub-Riemannian geometry...
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Motivation 1: Example (constant rank)

§ Action S1 ˆ S2n`1 Ñ S2n`1 ù Reeb vector field ξ

§ Projection π : S2n`1 Ñ S2n`1{S1 “ CPn

§ Distribution (constant rank) H “ π˚pTCPnq on S2n`1. Put

∆H “

k
ÿ

i“1

W2
i

where tW1, . . . ,Wku orthonormal frame of H.

§ H “ ker θ where θ P Ω1pS2n`1q contact form:

θpξq “ 0, dθpξ,Xq “ 0 for all X, θ^ pdθqn volume form

§ Let γ : S2n`1 ÑMpr,Cq. Study index theory of:

Pγ “ ιγpξb Irq ` p∆Hq b Ir

(It’s Fredholm when λIr ´ γpxq P GLpn,Cq for all x P S2n`1 and

λ P t. . . ,´n´ 4,´n´ 2,´n,n,n` 2,n` 4, . . .u.)

2/33
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Motivation 2

Cheeger, Jeff . On the spectral geometry of spaces with
cone-like singularities. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 76
(1979), no. 5, 2103–2106.

Analysis on complement of singular locus:

§ Hodge thm: L2-harmonic forms are L2-cohomology...

§ (L2-cohomology dual to intersection homology.)

§ Laplacian admits functional calculus: heat, wave operators

§ Asymptotic expansion of trace of the heat kernel: Euler class,
Gauss-Bonnet formula, Hirzenbruch signature thm

Cheeger, Jeff ; Goresky, Mark ; MacPherson, Robert .
L2-cohomology and intersection homology of singular
algebraic varieties. Seminar on Differential Geometry, pp.
303–340, Ann. of Math. Stud., 102, Princeton Univ. Press,
Princeton, N.J., 1982.
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Main ingredient: Singular foliations (A + G. Skandalis)

§ pM,Fq where F a C8pMq-submodule of XcpMq: locally
finitely generated, involutive.

§ Holonomy groupoid HolpFHq: Very ”bad”, has nice
submersions: bisubmersions.

§ Strict definitions on bisubmersions. Quotient to HolpFq:
§ Densities ù Foliation algebra(s) C˚pFq, C˚

r pFq

§ psdo kernels with singularities on identity ù

Longitudinal psdo multipliers: Ψ˚pFq

§ 0 Ñ C˚
r pFq Ñ Ψ0pFq

σ−Ñ C0pF
˚q Ñ 0

§ compact M, ∆F “ X
2
1 ` . . .` X2k elliptic multiplier.

10
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Constant rank 1: Horizontal Laplacian

Consider pM,H,g,µq:

§ M compact connected manifold;

§ H smooth subbundle of TM;

§ g smooth inner product on C8pM,Hq;

§ µ smooth positive density on M, whence inner product on
C8pMq.

Horizontal differential dH : C8pMq Ñ C8pM,H˚q dHf :“ df|H

Adjoint d˚H : C8pM,H˚q Ñ C8pMq

Horizontal Laplacian ∆H :“ d˚HdH. Acts on C8pMq.

Theorem 1 (Y. Kordyukov)

∆H is essentially self-adjoint on L2pM,µq.

11
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Constant rank 2: Expressions for ∆H
§ p∆Hu,uq “

ş

M
}dHupxq}

2
gdµpxq, u P C

8pMq.

§ X1, . . . ,Xd (local) orthonormal frame. ∆H|Ω “
řd
i“1 X

˚
iXi.

§ If H “ TM, locally g “
ř

i,j gijdxidxj. Choose weight
µ “ µpxqdx1 . . .dxn. Then:

∆H “ ´
1

µ

n
ÿ

i,j“1

B

Bxi

ˆ

gijµ
B

Bxj

˙

If µpxq “
a

detpgpxqq, get Laplace-Beltrami operator.

§ If H involutive, take foliated coordinates px,yq P Rd ˆRn´d:

∆H “ ´
1

µ

d
ÿ

i,j“1

B

Bxi

ˆ

gijpx,yqµpx,yq
B

Bxj

˙

is leafwise elliptic. Different from family of Laplace-Beltrami
operators of Riemannian metrics along leaves.
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Constant rank 2: Longitudinal calculus
Let pM,H,g,µq as before. Put H “ C8pM,Hq and

FH “ rH, . . . , rH,Hss

Assume FH is locally finitely generated, i.e. a (singular) foliation.
Sobolev scale: For s ě 0, consider:

Λs P Ψ
spFHq with symbol p1` }ξ}qs on every bisubmersion

Put

HspFHq “ tu P L
2pMq : Λsu P L

2pMqu, }u}2s “ }Λsu}
2 ` }u}2

Theorem 2 (Y. Kordyukov)

∆H is hypoelliptic on Sobolev scale HspFHq:

1 There exists ε ą 0 such that }u}2s`ε ď Cs
`

}∆Hu}
2
s ` }u}

2
s

˘

,
where } ¨ }s is the norm in HspFHq.

2 If u P H´8pFHq such that ∆Hu P HspFHq for some s P R,
then u P Hs`εpFHq.

13
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Constant rank 4: Spectrum

Let L̃ the holonomy cover of a leaf L of FH.

Definition

§ Spectrum of ∆H (as an operator on L2pM,µq) is σp∆Hq.

§ Leafwise spectrum of ∆H is

σFp∆Hq :“
ď

tσp∆L̃q : L PM{FHu

Theorem 3

1 σFp∆Hq Ď σp∆Hq

2 If the holonomy groupoid is amenable, then σp∆Hq “ σFp∆Hq.

Proof.
When FH regular, can construct parametrix following
Rothschild-Stein.
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Smooth Distributions (Generalised)

§ M smooth manifold,

§ D a C8pMq-submodule of XcpMq,

§ U ĎM open

§ restriction D|U is C8pUq-submodule of XpUq generated by

f ¨ X|U f P C8c pUq, X P D

§ Say D is locally finitely generated if every x PM has open nhd
U and X1, . . . ,Xk P D such that

D|U “ C
8
c pUq ¨ X1|U ` . . .` C8c pUq ¨ Xk|U

Definition

Smooth (genrealised) distribution: pM,Dq locally finitely generated
C8pMq-submodule of XcpMq.

15
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Examples

1 Foliations (singular): pM,Fq as above, ` involutive:
rF,Fs Ď F.

2 e.g. F all vector fields of R2 vanishing at origin. Equivalently,
action of GLp2,Rq...

3 Not(!) foliation: M “ R2, D “ xBx, e´
1
x2 Byy

4 Sub-Riemannian structures. General picture:
§ Agrachev et al, Belläıche: Anchored vector bundle ρ : EÑ TM
§ D “ ρpΓcEq Ď XcpMq.
§ Contact structures, Heisenberg group, all non-equiregular

Sub-Riemannian str.,

5 UpDq “ rD, . . . , rD,Dss. Sometimes it’s a foliation... Not(!)
for example 3!

6 When M is Sub-Riemannian: UpDq “ XcpMq.

16
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The problem

Attach to any smooth distribution pM,Dq a ”sum of squares” Lapla-
cian

∆D : C8c pMq Ñ C8c pMq

in a geometric way. For real spectrum, needs to be self-adjoint.
What about ellipticity?

Ingredients for (geometric) Laplacian:

§ “Horizontal” differential dD.

§ Riemannian metric.

§ Adjoint d˚D.

17
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Local presentations, Part I

Restriction of pM,Dq:

Let x0 PM. In an open neighborhood U about x0, D is generated
by X1, . . . ,Xk, so D|U comes from an anchored vector bundle:

§ EU “ UˆRk Ñ U

§ ρU : EU Ñ TM, ρUpy, pλ1, . . . , λkqq “
řk
i“1 λiXipyq

Number of generators k can be chosen to be minimal:

Proposition (A-Skandalis)

If the classes of X1, . . . ,Xk P D are a basis of the vector space

Dx0 “ D{Ix0D

then X1|U, . . . ,Xk|U are generators of D|U.

18
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Local presentations, Part II
Definition-Proposition

§ Dx0 is the fiber of D at x0.

§ There is an evaluation map evx0 : Dx0 Ñ Dx0 ď Tx0M.

§ Dimension of tDxuxPM upper semicontinuous.

§ ρU : EU Ñ TM is a minimal local presentation of pM,Dq at
x0.

pEUqx
pρU,x // //

ρU,x ## ##

Dx

evx
����
Dx

(1)

Example: M “ R2, F “ xxBx,yBx, xBy,yByy
§ px,yq ‰ p0, 0q: Fpx,yq “ R2

§ Fp0,0q “ R4

19
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Equivalence of local presentations
Let U,V open neighborhoods of x0. pEU, ρUq and pEV , ρVq are
equivalent if there is nhd W of x0 and pEW , ρWq such that:

EU

ρU

!!
EW

φW,U

==

φW,V

!!

ρW // TM

EV

ρV

==

(2)

Proposition

§ This is an equivalence relation!

§ Any local presentation pEU, ρUq at x0 maps surjectively to a
minimal one at x0.

§ Any two minimal local presentations at x0 are isomorphic.

§ Any two local presentations at x0 ρi : Ei Ñ TM, i “ 1, 2, are
equivalent! (Easy: Put EW “ E1 ˆρ1,ρ2 E2.)
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The dual of a distribution
Put D˚ “

Ť

xPMD˚x.

Locally compact with the finest topology making these maps
continuous:

projection p : D˚ ÑM,qpx, ξq “ x;
qX : D˚ Ñ R,qXpx, ξq “ xξ, rXsxy.

Smooth sections ω˚ : x ÞÑ ω˚pxq P D˚x

The ones which make sense of non-degenerate pairing

x , y : C8c pM,D˚q bC8c pMq DÑ C8c pMq

Proposition

ω˚ P C8pM,D˚q iff for every x PM

ω˚U “ pρ˚U ˝ω
˚

where ω˚U is some smooth section of pE˚U, ρUq.

21



16/33

Smooth Riemannian metric of D˚

Smooth family of inner products x , yD˚,x on D˚x:

x , yD˚ : C8c pM,D˚q ˆ C8c pM,D˚q Ñ C8pMq

Local constructions:

§ Restrict an inner product x , yEU of E˚U to ρ˚UpD
˚
Uq Ď E

˚
U.

§ Equivalently, for every ξ P Dx put

}ξ} “ t}w}EU : w P EU, pρxpwq “ ξu

Proposition

§
pρx : EU,x Ñ Dx Riemannian submersion

§ Different choices of local presentations induce difference by
IxD. Whence x , yD˚ depends only on choice of inner
product of local presentations.
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Example 1: vector fields in R2 vanishing at origin

M “ R2, F generated by

X11 “ xBx, X12 “ yBx, X21 “ xBy, X22 “ yBy

§ Take E “ R2 ˆR4 with the Euclidean inner product. Put

ρ : EÑ TM, ρpx,yqpeijq “ Xijpx,yq

§ At px,yq ‰ p0, 0q, the Riemannian metric on F˚
px,yq “ R2 is

1

x2 ` y2
pdx2 ` dy2q

23
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Example 2: Heisenberg group

M “ R3, D “ xX, Yy (projective), where

X “ Bx `
1

2
yBz, Y “ By `

1

2
xBz

So D˚
px,y,zq “ R2 at every px,y, zq P R3.

Section ω : R3 Ñ D˚ is ωpx,y, zq “ pω1px,y, zq,ω2px,y, zqq.

Put g the Euclidean metric on R3 ˆR2. We find

}ωpx,y, zq}2g´1 “ pω1px,y, zqq2 ` pω2px,y, zqq2
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Remark: Riemannian metric distinguishes singularities...

Take M “ R with foliation F “ xφBxy, where φp0q “ 0.

e.g. φpxq “ x or x2 or xk... Then:

§ Fx “ R for any φ

§ but metric is 1
φdx

2 (away from zero).
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Horizontal dD

C8c pUq
d // Ω1

cpUq

ev˚ &&

ρ˚U // C8c pU,E˚Uq

C8c pU,D˚q

pρ˚U

77
(3)

§ dD : C8c pMq Ñ C8c pM,D˚q defined by dD “ ev˚ ˝ d

§ dE˚U
: C8c pUq Ñ C8c pU,E˚Uq defined by dE˚U “ ρ

˚
U ˝ d

§ “Local presentation”:

dE˚U
“ pρ˚U ˝ dD.
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Example: Vector fields of R2 vanishing at origin

§ X11 “ xBx, X12 “ yBx, X21 “ xBx, X22 “ yBy

§ At p0, 0q take EU “ R2 ˆR4. ρUpeijq “ Xij

§ For α “ α1px,yqdx` α2px,yqdy in Ω1
cpR2q we find:

xxBx,αy “ xα1px,yq, xxBy,αy “ xα2px,yq,

xyBx,αy “ yα1px,yq, xyBy,αy “ yα2px,yq

§ So, for f P C8c pR2q we get:

dEUfpx,yq “ xfxpx,yqe˚11`xfypx,yqe˚12`yfxpx,yqe˚21`yfypx,yqe˚22.
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Horizontal d˚D, Part I

Fix Riemannian metric on pM,Dq and positive density µ on M

§ Inner product on C8c pU,E˚Uq:

pω˚U,1,ω˚U,2qL2pU,EU,µq “

ż

U

xω˚U,1pyq,ω
˚
U,2pyqyE˚U,x

dµpyq

Put d˚
E˚U

: C8c pU,E˚Uq Ñ C8c pUq by

pd˚
E˚U
ω˚U,αqL2pU,µq “ pω

˚
U,dE˚UαqL2pU,E˚U,µq

for all ω˚U P C
8
c pU,E˚Uq and α P C8c pUq.
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Horizontal d˚D, Part II

§ Inner product on C8c pU,D˚q:

pω,ω1qL2pM,D˚,µq “

ż

M

xω,ω1yD˚pxqdµpxq, ω,ω1 P C8pM,D˚q

§ If ω˚ P C8c pU,D˚q has local presentation ω˚U P C
8
c pU,E˚Uq,

put
d˚D,Upω

˚q “ d˚
E˚U
pω˚Uq

Lemma

d˚D,U : C8c pU,D˚q Ñ C8c pUq is adjoint to dD|U.
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Horizontal d˚D, Part III

If pEU, ρUq, pEV , ρVq such that UX V ‰ H

pd˚D,Upω
˚q ´ d˚D,Vpω

˚q,αqL2pU,µq “

“ pω˚,dD,UqL2pU,D˚,µq ´ pω
˚,dD,VqL2pU,D˚,µq “ 0

Proposition

d˚D,U extends to a unique operator d˚D : C8c pM,D˚q Ñ C8c pMq

which is adjoint to dD.
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Example: vector fields in R2 vanishing at origin

Let α “ α1px,yqdx` α2px,yqdy in Ω1
cpR2q.

Using the inner product on E˚, integrating by parts, etc, we find:

d˚Dαpx,yq “ ´
B

Bx
ppx2 ` y2qα1q ´

B

By
ppx2 ` y2qα2q.
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The horizontal Laplacian
Definition

1 Horizontal Laplacian: ∆D “ d
˚
D ˝ dD : C8c pMq Ñ C8c pMq.

2 Restriction: ∆D,U “ d
˚
D,U ˝ pdD |U q : C

8
c pUq Ñ C8c pUq.

3 Local presentation: ∆EU “ d
˚
E˚U
˝ dE˚U

: C8c pUq Ñ C8c pUq.

§ ∆D : L2pM,µq Ñ L2pM,µq densely defined, unbounded,
differential, second order operator. Domain C8pMq.

§ Integral form:

p∆Du,uq “

ż

M

}dDupxq}
2
D˚x
dµpxq for all u P C8c pMq.

§ Sum of squares: If ω1, . . . ,ωd orthonormal frame of EU, then

∆D,U “

d
ÿ

i“1

ρUpωiq
˚ρUpωiq
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Example: vector fields in R2 vanishing at origin

Let f P C8c pR2q. Then

∆Dfpx,yq “ ´
B

Bx

ˆ

px2 ` y2q
Bf

Bx

˙

´
B

By

ˆ

px2 ` y2q
Bf

By

˙

.

“Sum of squares” description:

∆D “ X
˚
11X11 ` X

˚
12X12 ` X

˚
21X21 ` X

˚
22X22.
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Self-adjoint
Theorem

pM,Dq smooth distribution, M compact. C8pMq.
Then ∆D is essentially self-adjoint.

Proof: Partition of unity φα. IMS localization formula:

∆D “

k
ÿ

α“1

φα∆D,Uαφα `
1

2

k
ÿ

α“1

rr∆D,φαs,φαs “ A` B

Apply Kato-Rellich theorem:

§ B bounded.

§ ∆D,Uα “
řdα
j“1pX

pαq
j q˚X

pαq
j

§ Put D : C8pMq Ñ C8pM,CNq, pDuqαj “ Xαj pφαuq.
Symmetric S “

`

0 D˚
D 0

˘

on L2pM,µq ‘ L2pM,CN,µq.

§ Chernoff’s thm for skew-symmetric L “ iS ñ Sn ess. self-adj.

§ S2 “
`

D˚D 0
0 DD˚

˘

and A “ D˚D.
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Symbol of horizontal Laplacian, Part I

§ Viewpoint 1: ∆D in standard psdo calculus of M. Then,
symbol is

σ∆D,U
px, ξq “ }ev˚xpξq}

2
D˚x

for all x P U, ξ P T˚xM.

§ Viewpoint 2: Say F “ UpDq is a foliation. Then ∆D in
longitudinal psdo calculus of F (A-Skandalis).

Inclusion ι˚ : F˚ Ñ D˚ is continuous. Symbol is

σ∆D
px, ξq “ }ι˚xpξq}

2
D˚x

for all x PM, ξ P F˚x.

For M Sub-Riemannian, have bracket-generating condition
UpDq “ XpMq.

So longitudinal calculus is standard calculus on M.
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Symbol of horizontal Laplacian, Part II

Remark

Longitudinal symbol vanishes outside the zero section of F˚.

Specifically, it vanishes on the subset

ž

xPM

tξ P F˚x : ξ
ˇ

ˇ

ιxpDxq
“ 0u

Whence, ∆D may not be elliptic in the longitudinal pseudodifferen-
tial calculus of pM,Fq.
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Longitudinal hypoellipticity

M compact. Fix longitudinal elliptic operator Λs in ΨspFq.

§ Any A P ΨmpFq gives a bounded A : HspFq Ñ Hs´mpFq, for
all s P R.

§ For s P Z, C8pMq is dense in HspFq.

Theorem 1: Subelliptic estimates for ∆D.

There exists ε ą 0 such that, for any s P R, we have

}u}2s`ε ď Cs
`

}∆Du}
2
s ` }u}

2
s

˘

, u P C8pMq,

where Cs ą 0 is some constant.

Theorem 2: Longitudinal hypoellipticity of ∆D.

If u P H´8pFq :“
Ť

tPRH
tpFq such that ∆Du P H

spFq for some
s P R, then u P Hs`εpFq.
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Other thoughts...

§ Can we use the Riemannian metric to make sense of angles on
the “bundle” F˚?

§ Construct a kind of Euler class?

§ Let pM,Fq singular foliation. de Rham complex

C8pMq
dF−Ñ C8pM,F˚q

dF−Ñ C8pM,Λ2F˚q
dF−Ñ . . .

does not “see” singularities. e.g. for GLp2q-action gives just
re Rham cohomology of R2.

Using Riemannian metric, we can make sense of L2-cohomology...

§ Prove a Hodge theorem...

§ Find eigenfunctions of the Laplacian...

§ Trace? ù Euler class?

§ Torsion formula?
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Work in progress 2: Other hypoelliptic operators?
Noncommutative symbols?

e.g. Grushin plane:

M “ R2, X “ Bx, Y “ xBy, D “ X2 ` Y

Need to consider a filtration, i.e.

D1 “ xXy Ď D2 “ XpR2q

or
D1 “ xXy Ď D2 “ xX, Yy Ď D3 “ XpR2q

There is a nice (singular) foliation on MˆR:

tĂD1 ` t2ĂD2 ` t3rD3

(And a nice R`˚ -action...)

§ Recover Heisenberg calculus using the foliation groupoid?

Thank you!
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